Zad. 1. Gibanje tijela u prostoru opisano je vektorom polzaja F(t) = 2t27—3t] +t3K .
Odredite:

a) vektor brzine tijela i njegov iznos u m/s,

b) vektor akceleracije tijela i njegov iznos u m/s?,
nakon 2 s od pocetka gibanja.

Zad. 2. Dani su vektori a=—i+2j,b=3i+4j i c=-2i+ j, odredite vektor v
kolinearan s ¢, a duljine jednake duljini vektora a+b .
Zad. 3. Uz pomo¢ definicije skalarnog produkta odredite kut izmedu vektora

a=3i+3j+3K i b=2i+]+3k.

Zad. 4. Za koju ¢e vrijednost parametra m vektori a=2i+ (m —1)] —k i b=mi+ ] +2k
biti medusobno okomiti?

Zad. 5. Ako je poznato: F =quxB, F=4i—20]+12k, v=2i+4j+6k, q=2 i
B, = B, , odredite magnetsko polje B.

Zad. 6. Izradunajte 3c- 2axb ako je zadano:

a=2i+3j-4k, b=-3i+4]+2k,c=7i-8].

Zad. 7. IzraCunajte volumen paralelepipeda ¢iji su bridovi odredeni vektorima
a=i+2j-k,b=j+kc=i-j.

Zad. 8. Polazeéi od C = A+B pokazite da iz CxC=0 slijedi AxB=-BxA.
Zad. 9. Odredite jedini¢ne vektore Koji su okomiti na vektore:

a) i+ ] +kii ,

b) i+j-kij+2k.

Zad. 10. Kineticka energija Cestice dana je sa E, = % mv?. Za rotacijsko gibanje imamo
1 — “\2 - . - - - v . 1 2 2 - — 2
E, zzm(a)xr) , jer je oxr =v. PokaZite da je E, =§m ro —-—ro |.

Zad. 11. Odredite parcijalne derivacije funkcija:
a) f(x,y)=2xy*+y?,

3x% +
b) f(x,y) =Y
y X




¢) f(x,y)=sin>,
y

d) r(x,y,z) =(x*+y°+ 22)%,
X—y

1+ x2y? "

e) z(x,y)=arctg

f) r(u,v):log3(u3v+%j,

_sin2x

In(sin2y)’

h) u(x, y) =sin®(x+y) —sin’ x—sin’y,

1) z(x, y):,/ysinx,

1

D z(xy) :ﬁ,

e

k) 2(x,y) = —="

Vi+e* +e?
Zad. 12. Za sluajeve pod a) i d) iz prethodnog zadatka odredite druge parcijalne
o* f 3 o° f
oxey  oyox

9) Z XY

derivacije, a za slucaj c) iz prethodnog zadatka pokazite da vrijedi:

y
Zad. 13. Pokazite da je x%+ y%:xy+z ako je z=xy+xe*.

Zad. 14. Pokazite da funkcija u =arctg Y zadovoljava diferencijalnu jednadZzbu
X

o°u  d%u
7 + ~5 = 0.
ox- oy
2
Zad. 15. Dokazite da funkcija z =" zadovoljava jednadzbu y 0z _a_a .
oxoy oy OX

0°s

Oxot

2
Zad. 16. Dokazite da je +a—§ :i2 ako je s= In(l—l}
X~ X t

X

Zad. 17. Pokazite da funkcija u = xe™’* zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

o°u ou au o’u
X +2 —+— =Y.
oxoy OX oy oy




Zad. 18. Nadite parcijalne derivacije treceg reda funkcije u(x,y) = Y .
X

Zad. 19. Nadite totalne diferencijale funkcija:
a) f(x,y)=sin*x+cos’y,

b) z(x,y) = yx’,
c) z(x,t) =xInt,
d)z= arctg¥+arctgﬁ,

e) z(x,y) = \5/x+1— y*,

f) z(x,y) =log,, —3x*+6y*+48 ,
X\z
g9) u(x,y,2) =(xy+-)",
y
h) r(x,y,z)=(x*+y*+ 22)%.
Zad. 20. Odredite koji su od sljede¢ih diferencijala egzaktni:

a) (3x+2)ydx+ x(x+1)dy,

b) ytgxdx+xtgydy,

) y*(Inx+1)dy +2xy In xdx,

d) y*(Inx+1)dx +2xy In xdy,
X

y
e dy — dx.
)X2+y2 y X2+y2

Zad. 21. Pokazite da df = x*dy —(y*+xy)dx nije egzaktan diferencijal, ali
dg = (xy?)*df jest.

Zad. 22. Odredite derivaciju funkcije f(x,y)=x*+3xy sobzirom nax, stimda je
y =arcsinx.

Zad. 23. IzraCunajte % ako je:

a) z:ﬁ,x:et,yzlnt,
y

b) z=e¥*?Y x=cost, y =t>.

.. dw .
Zad. 24. Izratunajte G aws X3 +xy?, X =cost, y =sint .



Zad. 25. IzraCunajte ((jj—l:ako je u=xyz, gdjeje x=t>+1y=Int,z=tgt.

ody L dfy o
Zad. 26. Odredite — i —- za implicitno zadane funkcije:

dx  dx
a) xX’+y° .3 x*+y* +1=0,

b) 1+xy—In e¥ +e™ =0.

Zad. 27. Pronadite jednadzbu tangente od x® —3y® +xy+21=0 u tocki (1, 2).

Zad. 28. Sfera radijusa 10 cm §iri se zbog zagrijavanja. Odredite njen volumen kad joj se
radijus poveca za 0.1 cm.

Zad. 29. Kositrena kutija cilindri¢nog oblika ima unutrasnji radijus 5 cm i unutrasnju
visinu 10 cm, dok joj je debljina ,,plasta® 0.13 cm. Odredite volumen kositra potreban da
bi se nacinila takva Kutija.

Zad. 30. Odredite %i % za Z= Xy, Xx=sin(s+t), y=s—t.

Zad. 31. Odredite Z_lsJi 66_1: zau=x*+2xy—ylnz, x=s+t? y=s—t? z=2t.

Zad. 32. Odredite % , ako je zadano z=x-y, x* +y* =t*, xsint = ye’.

Zad. 33. Odredite ekstreme funkcija:

a) z(x,y) =(x-1)* -2y,

b) z(x,y) =e* —x+Yy* -2y,

c) f(xy)=e""(x-2y?%,

d) u(x,y,z)=x*+y* +2° —xy +x—2z,

e) z(X,y)=x+2y uz xX*+y*=5
2 2

f) u(x,y,z)=x+y—+z—+g, x>0,y>0,z>0
4x Z

y
9) u(x,y,z)=x-2y+2z za x> +y*+2z* =9.

Zad. 34. Zica je savijena tako da ¢ini krivulju y =1—x?. Iz ishodista do tocke (X,y) je
rastegnuta opruga. Odredite (x,y) za minimalnu duljinu opruge.

Zad. 35. Na krivulji x*+xy+y* —1=0odredite tocke najbliZe ishodistu.



Zad. 36. Na krivulji x*+2xy+ y* —1=0odredite to¢ke najblize ishodistu.
Zad. 37. Pronadite najmanju udaljenost od ishodista do ravnine X—2y —2z =3.

Zad. 38. Odredite volumen najvece kutije u obliku paralelepipeda koja je smjestena
2 2 2

unutar elipsoida % + é +— =1 nanacin da su joj bridovi paralelni s koordinatnim
osima.

Zad. 39. Temperatura na pravokutnoj plo¢i ograni¢enojsa X=0,y=0,x=31i y=5
zadana je funkcijom: T = xy® —x*y +100.

Odredite tocke najviSe i najnize temperature na ploci.

Zad. 40. Odredite gradijente sljedecih funkcija:
a) d(x,y,z)=xyz",
b) d(x,y,z)=e*-siny-Inz.

Zad. 41. Nadite:
a) Vuutocki (1,2,3) ako je u=xyz,

b) Vwu tocki (1,2,-1)ako je w=x*y’z.

Zad. 42. Ako je S(x,Y,z) = (x* +y? +22) 7 odredite:
a) VSutocki (1,2,3),

b) [VS| utocki (1,2,3),

c) kosinuse smjera od VS u tocki (1,2,3) .

Zad. 43. Odredite iznos i kosinuse smjerova od Vu u tocki (2,-2,1), ako je

u=x>+y*+2°

Zad. 44. Odredite kut medu gradijentima funkcije z(X,y)=1In Y\ totkama A 2.5
X

B11.

Zad. 45. Nadite jedini¢ni vektor okomit na povrsinu x*+ y*+z* =3 u tocki (1,1,1) .

Zad. 46. Odredite smjer pravca okomitog na povr§inu X*y + y?z+z°x+1=0 u tocki
@,2,-1).

Zad. 47. Dan je vektor riz = (X —X,)i+ (Y, - ¥,) ] + (2, — 2,)K . Pokazite da je V,r,

jedini¢ni vektor u smjeru ri.



Zad. 48. Dokazite da za bilo koje dvije diferencijabilne skalarne funkcije @ i ¥ vrijedi
jednakost: V &Y =OVY +¥VOD.

Zad. 49. Pronadite derivaciju funkcije f(X,y,z)=x*+y*+z*u smjeru vektora
a=i+j+k utocki (-1,0,2).

2
Zad. 50. Pronadite derivaciju funkcije f(X,y,z)=sinx+y*Inz —X—2 u smjeru vektora
z

a=2i—j+k utotki (0,1,2).

Zad. 51. Ako je potencijal pravokutne distribucije naboja dan s

Cxy
CI)(X, Ys Z) = (Xz + y2 + Z2)% ’

nadite elektri¢no polje.

Zad. 52. Neka je dano vektorsko polje F = (xy? + )i + (x?y +2) j + xk . Odredite skalarno
polje @ tako da vrijedi F =V®.

Zad. 53. Odredite:

a) Va i

b)Vxa,

ako je vektorsko polje a dano sa: a= x2y?z%i + y?z? j + x?z°K .

Zad. 54. Izracunajte divergenciju i rotaciju sljedecih vektorskih polja, zadanih njihovim

koordinatama:
a) F =x+y,F =—x+y,F, =-2z,

b) G, =2y,G, =2x+3z,G, =3y,
¢) Hy=x*-2°,H,=2H, =2xz.

Zad. 55. Dana je vektorska funkcija A= x(x?+ y2)i + y(x? + y2) j . Izradunajte divA i
rotA.

q r
2

. Izracunajte VE.
Are, r

Zad. 56. Elektrostatsko polje tockastog naboja g je E =

Zad. 57. Zadano je vektorsko polje F = 2xzi +2yz2 j + (x* +2y?z —1)k . Izratunajte
V x F i pronadite skalarno polje ® za koje vrijedi F = V® .

Zad. 58. Ako je V =V, (x, )i +V,(x,y)j i VxV #0, pokazite da je VxV okomitonaV .



Zad. 59. Klasi¢no, angularni moment dan je s L= FXB . Kako bismo presli iz klasi¢ne u

kvantnu mehaniku p mijenjamo operatorom —iV . Pokazite daj ¢ kvantno-mehanicki
operator kutnog momenta u Kartezijevom koordinatnom sustava zadan sa:

L, =—i yg—zg L =—i(zi—ng,Lz=—i xi—yi .
oz oy) ' ox oz oy  ox

Zad. 60. Pokazite da za skalarnu funkciju ¢ vrijedi Vx ¢-Vg =0.

Zad. 61. Ako je vektorska funkcija E(x, y, z,t) , funkcija prostornih koordinata i

vremena, pokazite da vrijedi: d F=dr-vV F+ %: dt.

Zad. 62. Odredite Laplasijan skalarnog polja @ = xy*z°.
Zad. 63. Dokazite:
a) V UxV =V VxU —U VxV ,

b) Vx Vxa =V Va —Aa.

—_— —

Zad. 64. Koriste¢i izraz za trostruki vektorski produkt Ax BxC =B A-C —C A-B

pokaite da vrijedi Vx (AxB) = A(V-B) — B(V - A) - (A-V) B+ (B-V) A.



Zad. 65. Odredite koeficijente h; u:
a) sfernom i
b) cilindri¢cnom koordinatnom sustavu.

. . OX, OX . - ) . .
Koriste¢i relaciju g; = Za—'a—' provjerite radi li se o ortogonalnim koordinatnim
r oq i
sustavima.

Zad. 66. Odredite Jacobijan za cilindri¢ne i sferne koordinate.

Zad. 67. Odredite d’s za cilindri¢ne i sferne koordinate:
a) uz pomoc¢ koeficijenata h;,
b) uz pretpostavku da ne poznajete koeficijente h;.

Zad. 68. lzrazite 2 2 u sfernim koordinatama.
OX 0z

9
o

Zad. 69. U cilindri¢nim i sfernim koordinatama odredite komponente brzine i
akceleracije Cestice u gibanju.

Zad. 70. Odredite gradijente sljedecih skalarnih funkcija u odgovaraju¢im koordinatnim
sustavima:

a) d(r,6,p)=r cos@+sin@cose |,
b) ®(p,¢,2) = p(sinp)z*,
c) O(r,0,) =r?cosp+e "% y (1,%,%),

sin
d) ®(p,,2)= — 4 .
p>—1C08¢

Zad. 71. Odredite gradijent funkcije f(r,8,¢) =rsin@cos’ p—In(r?cos’6) u (2,72',%) .

Zad. 72. Zapisite r u cilindri¢nim koordinatama, te odredite divergenciju i rotaciju
dobivene vektorske funkcije.

Zad. 73. Kruto tijelo rotira oko fiksne osi konstantnom kutnom brzinom o=wz.U
cilindri¢cnom koordinatnom sustavu odredite:

a) V=oxr,
b) Vxv.
Zad. 74. 1zraCunajte divergenciju i rotaciju vektorskog polja danog s:

A=rr2cosf+0r +gsing.



2pc3(‘)56?rur psTeé.
r r

Provjerite je li sila konzervativna. (napomena! Rotacija konzervativne sile jednaka je
nuli.)

Zad. 75. Polje sile dano je u sfernom koordinatnom sustavu sa F =

Zad. 76. Vodljiva zica duzz osi nosi struju I. Vektorski potencijal je dan s:

A= E’U—I In e . Pokazite da je magnetska indukcija: B= (o’u—l .
2r \ p 27p

Zad. 77. Vektorski potencijal jednoliko nabijene sfere je

~ ,Lzoa4cr(a sin @
— * 3 2

A=

y r=a

@Mrcosﬁ, r<a ,

a je radijus sfere, o povrSinska gusto¢a naboja, a @ kutna brzina. Nadite magnetsku
indukciju.

Zad. 78. Odredite A¥, ¥ =rcosésing.

2x?

Zad. 79. Odredite AY u sfernom koordinatnom sustavu, ‘¥'(x,y,z) = —————.
X“+y +2z

Zad. 80. Vektorska funkcija dana je u cilindricnom koordinatnom sustavu izrazom:

B = B(p)¢ . Odredite Vx[ B.V §]

Zad. 81. a) Pokazite da za kvantno mehanicki operator orbitalnog angularnog momenta

definiranogsa L=—i rxV vrijedi: L =i e_ii-gpi .
sind op ~ 00
b) Pokazite da vrijedi: V:I:ag—i r><2L'
rr

Zad. 82. Zadana je krivulja y = x* od x = 0 do x = 1. Odredite:

a) povrsinu ispod krivulje,

b) masu dijela ravnine povrsine izracunate pod a) ¢ija je povrSinska gustoca Xy,
c) duljinu luka krivulje,

d) centroid povrSine,

e) centroid luka,

f) momente tromosti oko X, y i z 0si uz uvjete dane pod b).

Zad. 83. Rotiramo li povrsinu iz prethodnog zadatka oko x-osi dobijemo rotiraju¢u plohu
koja obuhvaca odredeni volumen. Pronadite:
a) taj volumen,



b) moment tromosti oko x-osi za kruto tijelo konstantne gustoce p koje zauzima dani
volumen,
c) povrsine zakrivljene plohe.

Zad. 84. Za krivulju y = /X izmedu x = 0 i x = 2. Odredite:

a) povrsinu ispod krivulje,

b) volumen koji obuhvaca ploha koja se dobije kad povr$inu rotiramo oko x-0Si,
¢) povrsinu dobivene plohe,

d) masu zice zadanog oblika ¢ija je linearna gusto¢a proporcionalna s NS

Zad. 85. Prelaskom na cilindri¢ne koordinate izraCunajte:

2 -  a
I=jdx I dy.[z X2 +y’dz.
0 0 0

Zad. 86. Neka je F =—yi+X]. Odredite W od ishodista do to¢ke (1,1) odabirom tri
razliCita puta.

Zad. 87. Zadano je polje sile koja djeluje na dvodimenzionalni LHO: F = —kxi—ky]j .
Usporedite rad nacinjen gibajuéi se suprotno od orijentacije polja sile od (1,1) do (4,4) po
pravocrtnim putovima:

a)(1,1)— (41— (44

b) (1,1) — (1,4) — (4,4)

c) (1,1) — (4,4) duz pravca X =Y.

Zad. 88. Odredite rad kojeg napravi sila F= (x— y)T+ (X+ y)] od (1,1) do (3,3).

Zad. 89. Odredite rad nacinjen gibajuci se po kruznici u Xy ravnini:
a) suprotno od smjera kazaljke na satu od 0 do T,
b) u smjeru kazaljke na satu od 0 do —,
y =
I+
X2 + y2 X2 + y2

protiv polja sile F =—

Zad. 90. Izradunajte linijski integral | = jéd?, gdje je a=(x+y)i+(y—x)j duz:
C

a) parabole y* =x od (1,1) do (4,2),
b) krivulje x=2u®+u+1, y=1+u® od (1,1) do (4,2),
c) pravcay =1 od (1,1) do (4,1), a zatim x = 4 od (4,1) do (4,2).

Zad. 91. Izradunajte cirkulaciju vektorskog polja A= —vyi+xj+ck, ¢ € R duz:
a) X*+y*=1z=0,
b) (x—2)°+y*=1z=0.



Zad. 92. Zadana je vektorska funkcija A= (x% - y)i+(y? —2)j + (2% —=x)K . Izratunajte

vrijednosti integrala jAd I duz krivulje parametrizirane na nacin:
C

X=acos¢e,y=asing,z=bp,o0d ¢ =0do ¢ =2r.

Zad. 93. IzraCunajte J‘KdF , gdje je A=Xi+ y]+ (x+ y—l)R , a C dio pravca izmedu
C

todaka (1,1,1)1 (2,3,4).

Zad. 94. Odredite rad kojeg izvrsi sila F = x%i+Yyj+coszk duz zavojnice X = a cost,

y = asint, Z—2todtocket—0d0t—37ﬂ

Zad. 95. Zadano je polje sile F= (y+ z)T— (x+ z)] +(X+ y)E . Odredite rad sile na
zadanoj putanji:
a) kruznica x*+ y? =1 u xy-ravnini, suprotno od smjera kazaljke na satu;

b) kruznica X* +z® =1 u xz-ravnini, suprotno od smjera kazaljke na satu;
¢) od ishodista po x-osi do to¢ke (1,0,0), zatim paralelno sa z-osi do tocke (1,0,1), pa
paralelno s yz-ravninom do tocke (1,1,1) i natrag u ishodiSte uz x =y = z;
d) od ishodista do (0,0,27) po X = 1-cost, y = sint, z =t i natrag do ishodista po z-0si.

Zad. 96. IzraCunajte % _”7 do, gdje je S povrsina jedini¢ne kocke.
S
Zad. 97. Zadano je polje sile F=xi+Yy] iploha z=4—x%—y?. Odredite ﬁf~d§ .
S

Zad. 98. Dokazite identitete:

a) Hj(bdlvAdV #CDAdS m‘ﬂgradq)dv

b) jﬂ/’wxs)dv jjjB(va)dv ggﬁ(AxB)ds

Zad. 99. Dokazite da vrijedi: ﬁ((oV(lj—lV(ojd§+ I jl VZpdV =0,
S r r v r

gdje je r udaljenost tocke M ood ishodista koordinatnog sustava koja lezi van volumena
V ograni¢enog zatvorenom plohom S, a ¢ je skalarna funkcija tocke M.



Zad. 100. Pokazite da Maxwellova jednadzba V x E= —% moze biti zapisana u obliku
= 7 0 (g 4T 4 - . N

q E-dl= “ ”B -dS, gdje je S povrsina omedena zatvorenom krivuljom C.

C S

Zad. 101. Koriste¢i Gaussov teorem izraCunajte tok vektorskog polja A=Xi+ 2y] —zk
kroz vanjsku stranu sfere x* +y® +z* =4.

Zad. 102. Izracunajte tok vektorskog polja A= xyT+ yz] +xzk kroz vanjski dio sfere
x* +y? +2z% =1 koji pripada prvom oktantu.

Zad. 103. Izracunajte tok vektorskog polja A= (x- 22)7+ (3z- 4x)] +(5x+ y)R kroz
povrsinu piramide koja ima vrhove u (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) 1 (0,0,0):

a) ,,uobiCajenim‘ integriranjem,

b) pomoc¢u Gaussovog teorema.

Zad. 104. Zadano je vektorsko polje A=—yi+ X ] . Izradunajte integral q A-dl po
C

kruznici x>+ y? =1,z = 0. Pokazite da vrijedi Stokesov teorem radunajuéi povrsinski

integral od V x A po povrsini omedenoj zadanom krivuljom.

Zad. 105. Pomoc¢u Stokesovog teorema izracunajte cirkulaciju vektora a=x yST+ ] +zk

duz kruznice x?+y? =R,z =0 ako se za plohu odabere polusfera z = /R? —x* —y? .
Zad. 106. Neka je zadana ploha z =4—x*—y?, z >-3 i vektorska funkcija
F = (2xyz +32)i + X2y j + cos(xyz)e*k . Izradunajte H VxF dS.
S
Zad. 107. Koriste¢i teorem o divergenciji izraCunajte integral | = Ijé'dg, gdje je
S
a=(y—X)i+x2zj+(z+x2k ,aSpolusfera x> +y?+z2=a, z=0.

Zad. 108. Odredite | = Ha-d§, a=xi,Sjepolusfera X’ +y>+z° =a, z>0.
S



